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Revisitando o CAPM

Uma derivagéo simples do modelo fundamental para precificacdo de ativos

O Capital Asset Pricing Model, ou CAPM, é o
modelo de referéncia para a precificacdo de ativos
financeiros. No entanto, ele esta longe de ser um
modelo trivial e sua demonstragdo nos principais
livros textos de Finangas é, muitas vezes, bastante
confusa, mais complicada do que necessério e com
uma utilizagdo exagerada de gréficos e figuras - o
gue torna a compreensdo do modelo ainda mais
dificil.

Além do mais, dependendo do livro de
Financas, as préprias hipoteses que supostamente
seriam necessarias para a derivagdo do CAPM
podem diferir. Por exemplo, um conjunto tradicional
de hipoteses aventadas para a derivagdo do CAPM
sdo as seguintes: (i) Existem muitos pequenos
investidores que sdo tomadores de preco, (i) Todos
investidores sdo “Mean-Variance optimizers”, (iii) Os
investimentos sdo todos feitos para um mesmo
anico periodo, (iv) Os investimentos séo limitados ao
universo dos ativos negociados publicamente, (v)
Todos os investidores analisam os ativos da mesma

maneira e tem a mesma visdo econdmica do mundo
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(vi) Os investidores podem emprestar ou pedir
emprestado sem nenhuma restricdo a taxa livre de
risco, (vii) toda informacdo esta disponivel ao

mesmo tempo para todos investidores.

O objetivo deste artigo € fazer uma derivagéo
concisa do CAPM, ilustrando quais destas varias
hipéteses sdo realmente necessarias e em que
ponto exato da demonstracdo elas sdo utilizadas. O

artigo tem quatro conclusdes principais.

(1) A primeira € que o famoso resultado do
CAPM, de que o excesso de Retorno Esperado de
um determinado ativo é proporcional — ou, na
linguagem do CAPM, um “beta” - do excesso de
Retorno Esperado do Portfélio, ndo depende de
nenhuma das hip6teses acima. Ela surge da
aplicacdo de uma simples regra de trés, em um
modelo de trés equacdes lineares. Ou seja, ao medir
duas varidveis — como, por exemplo, 0o Retorno
Esperado de um determinado ativo e o Retorno
Esperado do Portfélio - em termos de uma terceira
variavel — como, por exemplo, o Retorno da taxa

livre de risco - e depois comparar estes dois
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resultados um com o outro, a conclusdo sempre
sera a de que um dos resultados é um “beta” do
outro. E isto independente de estarmos medindo
Retornos Esperados, como no caso do CAPM ou,
por exemplo, dias de chuva. A Unica coisa que muda
€, obviamente, a formula do “beta”; esta sim
dependendo exatamente de como tais variaveis sao

definidas.

(2) A segunda concluséo é gue este excesso
de Retorno Esperado, tanto de um determinado
ativo quanto do Portfolio, pode ser calculado com
relacdo a qualquer outro ativo do Portf6lio e néo
necessariamente com relacdo a taxa livre de risco.
Como j& mencionado acima, a Unica coisa que
muda é a formula do “beta”, que neste caso deve
também considerar a covariancia deste outro ativo

nao-livre-de-risco com o Portfélio.

(3) A terceira conclusdo é que é possivel
derivar uma expresséo analoga a do CAPM mesmo
para o caso em que o Portfélio do investidor ndo
seja o Portfolio de Mercado; Além do mais, mesmo
neste caso, também seria possivel medir o “beta” do
ativo i, em termos do Portfélio do investidor e
também em termos do Portfélio de Mercado —
bastando, para tanto, um pequeno ajuste na férmula

do “beta”.

(4) A quarta conclusao é que a estrutura
basica do CAPM é totalmente derivada de um
modelo de equilibrio parcial — em que leva-se em
consideracdo tdo somente as condi¢cdes de primeira
ordem de um Unico investidor representativo. Ou

seja, a inclusdo de mudltiplos investidores, de

expectativas homogéneas e de todo o lado da
estrutura de mercado e da oferta de ativos —
portanto equilibrio geral — serve apenas para
garantir a pouco realista conclusdo de que todos os
investidores detenham o Portfélio de Mercado. E
resulta, na verdade, em um ganho muito pequeno
para o CAPM: apenas uma pequena alteracdo na

formula do “beta”.

O artigo é dividido da seguinte maneira. Na
primeira secdo, definimos o problema de
maximizagdo do investidor e resolvemos para as
condigbes de primeira ordem. Estas condi¢des sao
lineares - independendo da definicdo daquelas
variaveis dentro da funcdo utilidade. Na segunda
secdo ilustramos como o simples fato de
subtrairmos duas das variaveis em termos de uma
terceira e, entdo, medirmos cada uma destas
variaveis uma em termos da outra, sempre resultara
em uma relacao de “beta” entre estes resultados. A
terceira secdo, por sua vez, define uma das
variaveis dentro da funcdo utilidade como sendo o
Retorno Esperado do Portfélio e a outra como sendo
a Variancia do Portfélio. Entéo, deriva-se a equacao
do “beta” para o caso em que nao exista um ativo
livre de risco. A quarta secao precifica o Portfélio de
Mercado em termos do Portfolio do investidor e
deriva 0s ajustes necessarios na expressao do
“beta” para que neste caso - em que o Portfélio do
investidor ndo é o de Mercado — seja também
possivel precificar um ativo em termos do Portfélio
de Mercado. A quinta secdo assume a existéncia de
um ativo livre de risco e deriva a expressdo do

“beta” em termos do Portfélio do investidor para este
2
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caso especifico. A sexta secdo assume varios
investidores atomisticos exatamente iguais ao
investidor representativo e deriva a expressédo do
“beta” para o caso em que o Portfélio do investidor
representativo seja também o Portfélio de Mercado.
Este é justamente o CAPM tradicional como
explicado nos livros textos. Finalmente, a sétima

secao conclui.

1. O Problema do Investidor
Representativo

O objetivo do investidor representativo €
escolher um valor para a variavel a;, i = 1, 2,.....,N
de maneira a maximizar uma fungdo utilidade
U[E[R,]; 0Z] definida nas variaveis E[R,] e o7 ,
respeitando a restricio de que k=YY .,a;. Na
proxima secdo definiremos as variaveis a;, E[R,] e
a,f como sendo, respectivamente, a alocacdo do
ativo i no portfélio P, o Retorno Esperado do
Portfélio P e a Variancia do Portfélio P — com N

sendo o numero de ativos no Portfélio e k o grau de

alavancagem do Portfélio.

Porém, o objetivo desta secéo é o de apenas
ilustrar alguns resultados tipicos do Capital Asset
Pricing Model que ndo dependem destas defini¢cdes,
mas apenas da estrutura linear das condi¢cbes de

primeira ordem.

O Lagrangiano para o problema do investidor

representativo é dado por:
) L=U[E[Rp];08] + Ak - ZiLs @)

Onde A é o multiplicador de Lagrange.

A solucdo 6tima para cada variavel a;, i = 1,
2,.....,N é determinada pelo seguinte sistema de N
equacbes de primeira ordem e respeitada a
condicdo de que a soma de todas as alocacdes seja

igual a k:

OERyp|

aai

2
0 o5

2) U, + U, 22 = ),

c’)ai

para i=1,2,....... N

Onde U; e U, séo, respectivamente, as utilidades

marginais com relagéo a E[R,| e o7-.

Ou seja, 0 investidor representativo estara
modificando cada a;, i = 1, 2, ..... ,N até o ponto em
OE[Rp| 90}

da;

que seu ganho de utilidade, Uj

seja exatamente o mesmo para todos. a;, i = 1,

2,.....,N, e igual ao multiplicador de Lagrange A.

2. A Estrutura Linear e o “beta”

Note que o sistema de N equagfes de primeira
ordem descrito em 2) se aplica também para i = F,
gue em breve definiremos como sendo o ativo livre

de risco. Portanto, parai=F:

OE Ry 995 _
6ap

3) U;

Substituindo pelo multiplicador de Lagrange A no
sistema de N equacbes em 2) podemos reescrever
as condicbes de primeira ordem em termos de

“‘excedentes” com relagéo a F:
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o v, (2ol _oelnly_ o0 _och

6ai 6ap aai aaF

para i=1,2,....... N;

E esta equacdo 4) em particular, se aplica
também para o ativo P, que em breve definiremos

como sendo o préprio Portfélio. Ou seja

day dagp day dagp

Dividindo 4) por 5), cancelando as utilidades
marginais U; e U, e rearranjando 0S termos,
chegamos a seguinte expressao linear, relacionando
o “excedente entre a derivada de E[R,] com relagéo
a a;, e a derivada de E[R,| com relagdo a ar” com o
“excedente entre a derivada de 05 com relacéo a ap,
e a derivada de ¢ com relacéo a ar”

6) (aE[Rp] aE[Rp]) = 9E[Rp| _ OE[Rp]

da; dar - day dagr
E a expressdo para ff;, que em breve
definiremos como o “beta do CAPM” é dada por:
(6(712, aazzj)
Pa, darp
7) ﬂi - aa% 6012]
dap dagp

Dois pontos a notar com relacdo a expressao 6)
— e ambos ndo dependendo de como serdo
definidas as variaveis E[R,] e o2. O primeiro ponto é
que o “excedente entre a derivada de E[R,| com
relagdo a a, e a derivada de E[R,] com relagéo a

7

ar” é linear no “excedente entre a derivada de g

com relagéo a ap, e a derivada de o com relagéo a

ar”, com a constante de proporcionalidade sendo
justamente S; Na proxima secdo, quando
definirmos E[R,| como sendo o Retorno Esperado
do Portfélio, o ativo F como sendo a taxa livre de
Risco e o ativo P como sendo o préprio Portfélio,
este resultado se transformard em uma das
conclusdes tradicionais do Capital Asset Pricing
Model: nomeadamente que o excesso de Retorno
Esperado do ativo i com relacdo a taxa livre de risco
€ proporcional ao excesso de Retorno Esperado do
Portfélio com relagdo a taxa livre de risco — com a
relacdo de proporcionalidade sendo justamente

dada pelo beta do ativo i, f;.

O segundo resultado € que a expressao 6) ndo
depende dos parametros da funcdo utilidade do
investidor representativo. Portanto, a relagdo entre
os dois “excessos de Retorno Esperado” néo
depende dos gostos, ou da aversdo a risco do
investidor representativo. O que acontece é que -
como tanto o “excedente de i com relagdo a F”,
guanto o “excedente de P com relagcdo a F” sdo
ambos func¢des da utilidade marginal do investidor
representativo - esta utilidade marginal, entéo,
acaba por se cancelar quando medimos um

“excedente” em termos do outro.

Note que ambos estes resultados dependem
simplesmente da regra de trés que fizemos com as
equacdes de primeira ordem em 2): primeiro usando
0 “excesso de i com relacdo a F” para substituir pelo

multiplicador de Lagrange A e depois medindo este

93

‘excesso de i com relacdo a F” em termos do

99

‘excesso de P com relagcdo a F” justamente para

4
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eliminar as utilidades marginais. Estes resultados,
portanto, independem das definicbes especificas

o 2
das variaveis E[R,] e 0.

3. Definindo os argumentos da
Funcao Utilidade

Podemos agora definir as variaveis E[R,] e o7,
como sendo respectivamente o Retorno Esperado e
a Variancia de um Portfélio de N ativos, com

alocagéoa;,i=1,2, ..... ,N.

De estatistica basica temos que o Retorno
Esperado do Portfélio P com N ativos é dado por:

8) E[R,] =2XNia;E[r]

Onde E[r;] é o Retorno Esperado do ativo i e a; é a

alocacéao do ativo i no portfélio, parai=1, ....... , N.

Enquanto que a Variancia do Portfélio é dada

por:

— VN 2 2 N N
9) o5 =Xi=1ai0] + Xi=10;%=10;0;;
JES
Onde al-z é a Varianciado ativoi,i=1, ..., Ne 0 j é
a covariancia entre o ativo i com o ativo j, com i =1,
oNej=1, ..., Nej#i.

Podemos agora utilizar as formulas para o
Retorno Esperado e a Variancia do Portfélio para
calcular as derivadas com relagdo aa; , i =1, ....... ,
N. Temos que:

0E[Rp]

10) e E[T'i]

903
P _ o2+ N O -
11) aa; Zalol 221=1 Clj(JlJ

j#i
para i=1,2,....... N;

Note que as derivadas nas equagfes 10) e
11) se aplicam, inclusive, para o ativo F e o Portfolio

P. Além do mais, note que a expressao em 11),

‘712"'27:1 a;o; ; € justamente a covariancia do ativo i,
j#i

com o Portfélio P, parai =1, 2,...N e, que, para o
caso do Portfélio P, sua covariancia consigo mesmo

€ a variancia do Portfélio ag. Ou seja:

2

2
13)=2 = 242, parai=P

day
Substituindo nas equagbes 6) e 7) temos

que:

1) E[r; —1p] = ,Bl-E[rp — rF]

Que é a expressao tradicional do Capital Asset
Pricing Model relacionando o excesso de Retorno
Esperado do ativo i com relacdo ao ativo F como
sendo igual a um “beta” do excesso de Retorno

Esperado do Portfolio com relacdo ao ativo F.

A expresséo para o beta do ativo i € dada por:

0; p—0
15)p, = (7e0es)
(UP_GRP)
Uma coisa a notar sobre as expressoes 14) e
15), é que elas ndo dependem da existéncia de um

ativo livre de risco. Ou seja, a equacéo linear entre

5
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0s excessos de Retorno Esperado do ativo i em
termos do excesso de Retorno Esperado do
Portfélio, pode ser definida em termos de qualquer

ativo, e nao somente do ativo livre de risco.

Na verdade, a Unica diferenca entre estes dois
casos estaria na féormula do “beta” - com a formula
do “beta” na auséncia de um ativo livre de risco
sendo dada justamente pela expressdo 15) acima;
enquanto que a formula do “beta” na presenca de

um ativo livre de risco sera calculada na sec¢éo 5).

4. Precificando o Portfolio de
Mercado em termos do Portfolio

.Para o caso em que o ativo i seja o Portfdlio de
Mercado M, a equacgdo 15) nos da o “beta” do
Portfolio de Mercado em termos do Portfolio de

ativos do investidor. Isto é:

(UMP—UF,P)

2
(UP‘UF,P)

16) By =

E note que, para o caso em que o Portfélio P do
investidor é exatamente o Portfélio de Mercado M —
0 que acontece apenas mediante a uma série de
hipoteses especificas como veremos na se¢éo 6) - 0

valor de By, € igual a 1.

Além do mais, das equacdes 14), 15) e 16),
podemos também precificar, um determinado ativo i
em termos do Portfélio de Mercado M - ao invés de
em termos do Portfélio P do investidor. Ou seja:

17) Efry = 70l = (££) Elry — 1]

Isto €, se o investidor possui um Portfélio P que
nao é o Portfélio de Mercado, e mesmo assim queira
medir 0 excesso de retorno do ativo i com relacdo
ao Portfélio de Mercado M — ao invés de seu préprio
Portfélio P — entdo o “beta” do ativo i com relacéo ao
Portfélio de Mercado seria justamente a relacdo
entre o “beta” deste ativo com relagao ao Portfdlio P,
dividido pelo “beta” do Portfélio de Mercado com

relacédo ao Portfolio P.

Portanto, substituindo por 15) e 16) e
cancelando o0s denominadores em comum,
chegariamos a seguinte expressado para 0 excesso
de retorno do ativo i, em termos do excesso de
retorno do Portfélio de Mercado M — para o caso em
gue o Portfélio do investidor ndo seja o Portfélio de
Mercado:

18) Elr; = 1] = 2= Elryy — 1]

5. Definindo a Taxa Livre de Risco

Uma vez que o ativo F seja definido como livre
de risco, a expressao para o “beta” do ativo i como
definida em 15) adquire sua formula tradicional. Na

verdade, se F é livre de risco, ele tem zero
volatilidade e sua covariancia ogp também €& igual a

zero. Substituindo em 15) temos que:
O'i’
19)B; = J—sz

Note que a expressdo em 19) ja esta muito
proxima da expressao tradicional para o “CAPM

beta”, nomeadamente que o “beta” é a relagao entre

6
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a covariancia do ativo i com o Portfdlio de Mercado
e a variancia do Portfolio de Mercado. O que falta é
a apenas mostrar em que condi¢des o Portfélio P é
o Portfolio de Mercado. S&o justamente estas
condi¢gbes — muito pouco realistas - que requerem a
grande  maioria

daquelas sete  hipdteses

enumeradas no inicio deste artigo.

6. Equilibrio Geral

Para que o Portfélio P do investidor
representativo seja o Portfélio de Mercado M
precisaremos assumir que todos 0s outros
investidores resolvam um problema exatamente
igual ao do investidor representativo. Ou seja, todos
0s outros investidores sdo também “Mean-Variance
optimizers” e se defrontam com a mesma Matriz
Variancia-Covariancia. Neste caso, as equagdes 14)
e 19) seriam exatamente as mesmas do CAPM. Ou

seja:

20) E[r; — r¢] = BiE[ry — 1]

21) B; =%I:

Note que a maioria das hipoteses
enumeradas na introducdo deste artigo -
especificamente as que se referem a varios
investidores atomisticos, com a mesma Visao
econdmica de mundo e com expectativas
homogéneas — sdo tdo somente necessarias para
derivar que o Portfélio do investidor seja exatamente

o Portfélio de Mercado.

Sao hipoteses que, a meu ver, Ssédo

irrealistas, pois assumem que todos investidores sao

exatamente iguais para que, desta forma, possuam
o mesmo Portfélio que, portanto, devera ser o

Portfélio de Mercado.

Se o0 objetivo fosse simplesmente medir a
contribuicdo de um determinado ativo em termos do
préprio Portfélio do investidor, como é feito nas
equacbes 14), 15) acima, nenhuma destas
hipéteses seria necesséaria. Além do mais, como
ilustrado na secdo 4), mesmo que o Portfolio do
investidor ndo seja o Portf6lio de Mercado, mas ele
gueira precificar um determinado ativo em termos do
Portfélio de Mercado, isto pode ser feito com uma
simples alteracdo na equacdo do “beta”, como
ilustrado na equacdo 16) - sem a necessidade das
inUmeras hipoéteses irrealistas necessarias para que
cada investidor detenha ele mesmo o Portfélio de
Mercado.

7. Conclusdo

A principal conclusdo do Capital Asset
Pricing Model é que o excesso de Retorno Esperado
de um determinado ativo com relacédo a taxa livre de
risco é uma proporgao “beta” do excesso de Retorno
Esperado do Portfélio de Mercado com relacdo a
taxa livre de risco. Com esta conclusdo simples,
porém nada trivial, o CAPM revolucionou a pratica
de Finangas e tonou-se o modelo fundamental de

precificagdo dos ativos financeiros.

No entanto, as demonstracbes do CAPM,
como feitas na maioria dos livros textos, tendem a
ser mais complicadas e menos transparentes do que

seria estritamente necessario, com um abuso do uso

7
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de graficos, mas com pouquissimo uso de
equacles. Este artigo tenta justamente suprir esta
deficiéncia e procura derivar o CAPM de uma
maneira intuitiva, com apenas o uso de equacdes e

sem nenhuma utilizag&o de gréficos.

O artigo procura também deixar claro em
gue momentos da demonstracdo do CAPM, as
usuais hipéteses sdo necessarias. A conclusdo é
qgue a relagdo de “beta” entre os excessos de
Retorno Esperado de duas variaveis, ndo depende
de nenhuma das hipoteses do CAPM, mas de
apenas uma simples regra de trés. No entanto, as
hipoteses do CAPM entram na especificacdo exata
da férmula deste “beta® - que adquire
especificagfes diferentes quando ndo existe um
ativo livre de risco ou quando os ativos sdo medidos
em termos do Portfélio do investidor, ou em termos

do Portfélio de Mercado.

Na verdade, a grande maioria das hipGteses
tradicionais do CAPM — e notadamente as menos
realistas - sdo utilizadas justamente para mostrar
gque o Portfélio do investidor € o Portfolio de
Mercado. Para tanto simplesmente assume-se que
todos os investidores sdo iguais de tal maneira que
todos os Portfolios destes investidores sejam
exatamente 0os mesmos. E, com estas hipoéteses,
quase que por definicdo, o Portfélio de cada

investidor é o Portfélio de Mercado.

Uma versdo mais simples do CAPM, em que
‘o excesso de Retorno Esperado de um
determinado ativo com relacdo a algum outro ativo”
seja uma proporcao “beta” do “excesso de Retorno
Esperado do Portfélio do investidor com relagdo a
este mesmo ativo” — ao invés de especificar uma
taxa livre de risco ou que o Portfélio do investidor
seja o Portfélio de Mercado — possivelmente seria
ainda tdo contundente e brilhante quanto a versao
tradicional do CAPM. Porém, seria, com certeza,
muito mais intuitiva e muito mais simples de ser
demonstrada do que a versdo tradicional - como

este artigo espera ter demonstrado. .

Ou seja, as conclusbes basicas do CAPM
necessitam apenas de duas hipoteses: a de que o
investidor seja “Mean-Variance optimizer” e que o
investimento seja feito para um Gnico periodo. Isto,
por si sO, jA garante a estrutura linear que
caracteriza as condi¢cdes de primeira ordem; o que,
por sua vez, garante uma relagdo proporcional de
“beta” entre quaisquer dois ativos do Portfélio. Neste
sentido, a conclusbes béasicas do CAPM nao
dependem, nem da existéncia de uma taxa livre de
risco ou que o Portfélio de todos investidores seja o

Portfélio de Mercado.

1 Paulo Tenani, Escola de Economia de Sao

Paulo da Fundacéo Getulio Vargas.

1 Gostaria de agradecer Roberto Barbosa Cintra, Jodo Lidio Bisneto, André Sanchez Pacheco, Roberto Amaral dos Santos,
Vinicius Esposito, Martin Rahal e os demais membros do Grupo de Monetaria e Financas do Centro de Estudos GV Invest da

EESP-FGV. N



